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Resumo

Este trabalho utiliza o modelo classico da Equacao Diferencial Parcial de Difusao-Advecgao
com uma op¢ao especifica de condigoes iniciais e de contorno em dominio bidimensional. Tal
equacao tem sido utilizada para modelar problemas de espalhamento de petréleo e outros
poluentes, e embora seja apresentada uma aplicacao especifica relacionada ao rio Jordao,
em Minas Gerais, o modelo torna-se adequado a qualquer problema em situacao analoga.
Para a resolucao da equacao, diante da impossibilidade de encontrar sua solugao analitica, a
proposta deste trabalho é a da abordagem numérica do problema, com discretizacao espacial
através do método de diferencas finitas centradas de segunda ordem e a discretizacao
temporal através do método de Crank-Nicolson, também de segunda ordem. As condigoes
de contorno foram definidas a partir da hipétese de que, havendo poluicao no rio, parte
desta poluicao é absorvida pelas margens, supostas nao rochosas. O objetivo deste estudo
é construir uma ferramenta matematica que analise qual a localizagdo mais eficiente para
fazer o tratamento de esgoto. Se seria melhor junto a fonte poluidora ainda no cérrego,
ou ja no rio Jordao, onde o cérrego desdgua no rio. Desta forma, pretende-se estabelecer,
a partir da aplicacao da equagao de difusdo-adveccao-reacao, de métodos numéricos e
de algoritmo em ambiente Matlab, simulagoes e geragao de cenérios que favorecam o
estudo de impacto das fontes poluidoras as margens do rio, sua mitigacao, bem como
acoes emergenciais relacionadas aos locais mais poluidos para iniciar um processo de
contingéncia e limpeza. Com os resultados obtidos, podemos futuramente trabalhar com

politicas publicas que possam auxiliar na melhoria do indice de IQA da agua na regido.

Palavras-chave: Poluicao. Equacao de Difusao-Advecgao-Reacao. Diferencas Finitas.

Crank-Nicolson.



Abstract

This work uses a classical model of the Partial Differential Equation as a specific option for
initial and boundary conditions in a bi-dimensional domain. This equation has been used
to model problems of oil spreading and other pollutants. Although it is presented a specific
application related to Jordao River, in Minas Gerais State, this model becomes adaptable
to any problem in a similar situation. To solve the equation, facing the impossibility of
finding its analytical solution, this works proposes a numerical approach for the problem,
with spatial discretization through the centered finite difference of second order and the
time discretization by the Crank-Nicolson method, also of second order. The boundary
conditions were set on the assumption that, having pollution in the river, part of this is
absorbed by the border, supposedly not made by rocks. The main goal of this work is to
build a mathematical tool that analizes where is more efficient do the sewer treatment: the
pollutant source, through the bourn or where it ends, in Jordao River. So we intend to
establish, from the application of the equation of diffusion-advection-reaction, numerical
methods and a Matlab algorithm, simulation and generating scenarios which encourage
the study of the impact of pollution sources along the river, its mitigation and emergency
actions related to the most polluted places to start then a process of contingency and
cleaning. With the results, we can work in the future with public policies that can help

improve water [QA rate in that place.

Keywords: Pollution. Equation of Diffusion-Advection-Reaction. Finite Difference. Crank-

Nicolson.
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Introducao

A preocupacgao com a protecao ambiental ja se estabeleceu como um papel
relevante no cenario mundial, ainda que mais em acordos do que em acoes, uma forte
contribuicdo vem da crescente urbanizacao. Esta preocupacao se concentra em diversas
areas do ambiente incluindo, em muitas cidades, um cuidado com os corpos aquaticos,

sujeitos a impactos ambientais em funcao das atividades antrépicas.

Sao estudos importantes aqueles que desenvolvem ferramentas que permitem
simular situagoes de risco com vistas a estabelecer estratégias e politicas de prevencao, de
contingéncia e até, em casos extremos, de recuperacao de ambientes, a fim de construir
estratégias para a resolucao de problemas ambientais que podem ser evitados ou, pelo
menos, amenizados. Hoje existem diversos trabalhos na area da matematica aplicada,
como (ABREU, 2009), (GUACA, 2015), (ALVES, 2009), (CANTAO, 1998.), (DINIZ,
1994), (DINIZ, 2003), (INFORZATO, 2008), (KRINDGES, 2011), (MISTRO, 1992),
(OLIVEIRA, 2003), (VASQUEZ, 2005), (WOLMUTH, 2009) que enfatizam diversas
técnicas matematicas e computacionais para um vasto campo de estudo. Este trabalho visa
apresentar técnicas com uma visao do problema um pouco diferente das que encontramos

nos trabalhos citados, mas que se adaptam a uma vasta gama de situagoes.

O local de estudo deste trabalho ¢é o rio Jordao, localizado a jusante da cidade
de Araguari-MG que localiza-se no médio Paranaiba. No seu distrito sede situa-se a Bacia
Hidrografica do Coérrego Brejo Alegre e o médio curso do referido cérrego estd entre
as coordenadas geograficas 18°37'e 18°39’ de latitude sul e 48°8’ e 48°11’" de longitude
Oeste. Sua nascente principal é localizada na area urbana de Araguari-MG, atravessando
longitudinalmente o municipio, perpassando uma area rual até desaguar no rio Jordao,
cuja coordenadas sdo 18°35 30" de latitude sul e 48°7'43,5  de longitude oeste.

Além disso, é importante ressaltar que, desde a década de 60, ja se encontram
registros da contaminacao das aguas no alto curso desse corrego. No médio curso, encontram-
se concentradas industrias contaminadoras, como o Frigorifico Mataboi e o Frigorifico
Santa Lucia (desde a década de 50), como também empreendimentos de elevada geracao
de poluicao, como curtumes, charqueadas, processamento de ossos bovinos e equinos como
a fabrica de botdes e outras pequenas e grandes iniciativas empresariais. Todos esses
efluentes in natura se direcionam ao médio e baixo curso do corrego Brejo Alegre, que
desdgua na Bacia Hidrogréafica do Rio Jordao, o qual é afluente da margem esquerda do

Rio Paranaiba na divisa do estado de Minas Gerais com Goias.

Neste trabalho, pretendemos utilizar da modelagem matematica, que, segundo

(BASSANEZI, 2004), consiste na arte de transformar problemas da realidade em problemas
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matematicos e resolvé-los interpretando suas solu¢oes na linguagem do mundo real.

O capitulo 1 deste trabalho contém uma rapida apresentacao da histéria da
ameagca da poluicao do rio Jordao, enfocando a medida de poluicao que iremos adotar, o
Indice de Qualidade da Agua (IQA), quando foi criado e como sera utilizado para o nosso
trabalho.

No capitulo 2 apresentaremos a equagao de difusao-advecgao-reagao para estudar
a dispersao de poluente no rio Jordao. Além disso, dividiremos o capitulo em duas subsecoes.
Na primeira iremos descrever o rio Jordao como um dominio retangular, como é encontrado
em diversos trabalhos ja citados mais acima, com um perfil de velocidade dito parabdlico
(FORTUNA, 2000). Ja na segunda subsecao, apresentaremos nossa proposta de dominio,
também regular, mas nao mais retangular como anteriormente, e ainda, descreveremos a

funcao que rege a velocidade nesse novo dominio.

No capitulo 3 faremos uma breve descricdo dos métodos numéricos que foram
utilizados para a discretizagao da equacao de difusao-advecgao, comecando pelo Método
das Diferencas Finitas, passando por Crank-Nicolson e, por fim, um breve comentario

sobre a estabilidade da solugao numérica apresentando o Nucleo de Péclet.

No capitulo 4 apresentaremos os procedimentos numéricos utilizados nos dois
dominios apresentado neste trabalho. Apresentaremos as condi¢ées de contorno que
consideramos durante as simulagoes dos algoritmos, além das equacoes ja discretizadas, os
sistemas lineares e como eles sao formados, tanto considerando um dominio que dizemos

retangular, tanto como o novo dominio proposto.

O capitulo 5 esta destinado a exibicao dos resultados das simula¢des com-
putacionais com base na modelagem proposta no capitulo 2, seguido de analises dos

resultados.

Por fim, no capitulo 6 encontram-se as conclusoes.
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1 Breve histérico do rio Jordao

1.1 O estudo de caso

O foco deste trabalho sera o estudo da dispersao do poluente no rio Jordao
(Figura 1), este afluente do rio Paranaiba, que hoje é represado e responséavel pela energia
de véarios municipios do estado de Minas Gerais e Goias. O cérrego Brejo Alegre é o
principal responsével pela poluicao do rio Jordao, fazendo-o um dos rios mais poluidos do
estado de Minas. De acordo com a reportagem do Diario de Araguari de 1997, com o titulo
“Rio Jordao esta ameacado pela poluigao”, o corrego Brejo Alegre é apontado como o maior
poluidor do rio. O texto relata que, em estudo realizado em 1987, a cidade de Araguari é
a maior poluidora do rio Jordao, ficando constatado que a cidade era responsével por 48%
da poluicao e os outros 52% eram distribuidos entre as empresas, incluindo o cortume (O
Diério, 1997, p.01). A situagao atual do rio s6 piorou desde esta época, dada a falta de

investimento em tratamento de esgoto no cérrego e/ou no rio.

S

Represa da
Emborcagdo

Rio Paranaiba

Araguari
ey

7

Cdrrego Brejo Alegre

Rio Jorddo

Figura 1 — Identificacao do corrego Brejo Alegre (afluente do rio Jordao) e do rio Jordao
(SALLA et al., 2013).

Como uma medida da poluicdo, é utilizado o Indice de Qualidade das Aguas.
De acordo com a agéncia nacional de agua (ANA), esse indice foi criado em 1970, nos
Estados Unidos. Em 1975 o indice comegou a ser utilizado pela Companhia Ambiental do
Estado de Sao Paulo, sendo implementado nos outros estados nas décadas seguintes e hoje

¢é o principal indice de qualidade da agua utilizado em todo pais.

A escolha pela utilizacao do IQA neste trabalho se deve aos parametros utiliza-
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dos em seu calculo, que sao, em sua maioria, indicadores de contaminacao causada pelo

langamento de esgoto doméstico.

Para o nosso local de estudo, observamos que a poluicao do rio Jordao pode
ser comprovada pelo Instituto Mineiro de Gestdo de Aguas - IGAM (2013) quanto a
classificacdo das dguas da bacia do rio Paranafba: o Indice de Qualidade de Agua (IQA)
mostra que o rio Jordao nao apresenta bons indices, sendo qualificado como Razoavel (IQA
entre 51-70) e, de acordo com o relatorio trimestral de dguas superficiais do 1° trimestre
de 2015 (COELHO, 2015), o rio possui uma elevada violacao de limites de fésforo total
passando de 500% do pardmetro permitido (Figura 2). Isto indica que o rio Jordao recebe,
como fonte poluidora, o esgoto doméstico. Em relacao ao IQA, foi obtido um indice de 58,

sendo que no mesmo periodo de 2014 o indice era de 57,1 (Figura 3).

: . Parametros que nao Percentual de
B;“i“m“",:::" UPGRH | Corpo d'igua | Estaglo| - Fsnde 5| Municipios atenderam 3o limite (DN | Violagso do
R DRplaament COPAM | CERH 01108) parimetro
Rio Maraisa do Sul| Moz Rio Xepets | 05077 Classe 2 Vicconde doRio | Demanda Bioguimica de BE0%
Branco Cxigenic
Rio Paraiba do Sul|  PS2 RioXopotd | BSOT7 |  Classe2 ”'S“DE':EE'IE“ u:i? la Escherichia cofi 24006%
— -
Ris Paraibs do Sul| RS2 Fio¥epotd | BS077 e Vizcande do Rio Fésfors total it
g Branco
Rio Maraiba do Sul]  Po2 Mo Xopots DSO7T Classe 2 “'ﬂﬂgﬁ .Ec? Rio Mangants total 457%
RioParsibadoSul| PS2 | RioXopots | BSO77 |  Casse2 Umﬂi;; i Ovigénio dissohvido a00%
Rin Paraiba dn Sul PR3 Rin ¥nqnin RENTT hamsp 7 ulm';i;g' Rio Salidns fm suspensSn tnfas A7
Riz Paraiba do Sul =lrv] Bio ¥opotd BEOTT Clacsa 2 ﬂm‘_ﬂgeni:l Fie Zubstinciss tensostivas E{48
Rio Paranaiba | PN H';:’;:ada PO | Classe? Paracaty pH in loco 1%
Fic Paranaiba PN1 Rio Bagagem | PBMO Casse 2 Estrela do Sul Escherichia cok TB6%
RioParanaiba | PM1 | RioDourados | PBOSS |  Classe2 fiir Escherichia cof 1020%
Dourados
Fio Paranaiba PH1 Rio Jordao PBO0 Classe 2 Araguari Ezcherichia cof 245%
Rie Paranaiba PN1 Rio Jordao PBO0 Classe 2 Araguari Férsforo total 5B60%
Riw Paranaiba PH1 Rig Faranaiba | PEO01 Classe 2 Rie Paranaiba Escherichia ool 208%
Flg Paranalba PN1 Fio Paranalba | PE00 lasse 2 Fio Faranalba Manganés toal 3%

Figura 2 — Pardmetro de fésforo elevado do rio Jordao (COELHO, 2015).

Atualmente, o rio Jordao (Figura 1) estd classificado como razoavel, com o IQA
em torno de 58. Nosso objetivo entdao, é construir uma ferramenta matematica que analise
qual a localizacdo mais eficiente para fazer o tratamento de esgoto. Se seria melhor junto
a fonte poluidora ainda no cérrego, ou ja no rio Jordao, onde o cérrego desadgua no rio.
Com os resultados obtidos, podemos futuramente trabalhar com politicas ptublicas que

possam auxiliar na melhoria do indice de IQA da agua na regiao.
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INDICADORES PARAMETROS QUE NAO ATENDERAM O LIMITE LEGAL
Resultados dos indicadores 1° Trimestre || Mapa do Panorama de Qualidade das Aguas no 12 Trimestre de 2015
Copodedgua | Estado | Municipios | 10A o IET Paramatros indicativos de:

2014|2015 || 2014 | 2015 | | 2014 | 2015 || Contaminagao Fecal | Enriquecimento arganico | Substancias toxicas

Rio Jordao PEO0S Araguari | 571| 58 538|532 | Fscherichio coll, Fasforo total. -

Figura 3 - Indice de Qualidade da Agua do rio Jorddo do primeiro trimestre de 2015 e
relagdo ao mesmo periodo de 2014 (COELHO, 2015).
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2 O modelo matematico

Diversos trabalhos citados anteriormente como (GUACA, 2015) nos lembra da
complexidade que é modelar fendmenos reais, cujos comportamentos, se analisados todos,
sao dificies de observar. Restringindo estes fenomenos podemos retratar o problema real

de forma matemaética, de modo que mantenha sua relevancia.

2.1 O modelo geral

Mesmo que nao possamos retratar o problema real de maneira exata, pode-
mos escolher variaveis do fendmeno estudado, de tal forma que possamos desenvolver e
interpretar os resultados e assim, aplica-los na realidade. Uma variedade de fen6menos
relativos a problemas ecolégicos e ambientais podem ser modelados baseado na equacao
diferencial parcial de difusao-adveccao-reacao. Esta formulagao é chamada formulagao
classica ou formulacao forte do problema. Essa formulacao exige mais condigbes sobre o
problema, no entanto conseguimos atender a essas condigoes pois iremos trabalhar em
um dominio bem comportado e continuo,de fronteira regular, possibilitando a garantia da

solucao aproximada da equacgao em sua formulagao forte.

Inicialmente, vamos apresentar a equacao diferencial parcial de difusao-adveccao-
reacao, que, neste trabalho, ir4d modelar a dispersao de poluentes em um trecho do rio
Jordao nos arredores da cidade de Araguari - MG. Consideraremos também os fen6menos
de decaimento e as fontes poluidoras que desaguam no cérrego Brejo Alegre, afluente do

rio Jordao.

De acordo com (OKUBO, 2001) a equagao é descrita por:

c=c(x,y,t), com (z,y) € Q < R? e ted=(0,1T],
0

4 —C—div(onc—cv)zf—,uc, ;
ot

L c(z,y,0) = o, y), V(z,y) € Q, com adequadas condigdes de contorno

(2.1)

onde

e c(x,y,t) é a fungdo de concentragao de poluente no ponto (z,y) e instante de tempo
t;
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e ¢(x,y,0) é a condigdo inicial;

e « representa o coeficiente de difusao;

e v representa o termo de advecgao, ou seja, velocidade de transporte;
e , representa o termo de decaimento do poluente e

e f representa a fonte.

O fluxo de difusdo e advecgao ja foi bem retratado nos trabalhos de (GUACA,
2015) e (VASQUEZ, 2005). Segundo os autores, a difusao que eles trabalharam é a chamada
difuséo efetiva (OKUBO, 2001), ou difusdo macroscépica devida a tensao superficial. Pela
lei de Fick assumimos que a matéria tem uma tendéncia a se espalhar de forma regular,
ou seja, que a matéria se movimenta de locais de maior concentragao para os de menor

concentragao.

Ainda sobre o fluxo advectivo, no trabalho de (ABREU, 2009), a autora ressalta
que o transporte advectivo é muito mais complexo do que na superficie, o que exigiria uma
analise mais eleborada ou até outras ferramentas matematicas para tratar o problema. Em
razao disto, vamos nos restringir aos poluentes da superficie, os despejos organicos. Esse
tipo de poluente estd sujeito ao transporte advectivo da superficie, que é quase totalmente

influenciado pelo vento, segundo estudo realizado em (POFFO, 2007).

2.1.1 Dominio €2

Iremos, inicialmente, aproximar o dominio destacado na Figura 4 por um retan-

gulo conforme (Figura 5). Dessa forma teremos ) = {(z,y)[0 <z <L e 0<y<H}.

onde H é a largura do rio Jordao e L é o comprimento do rio da parte inicial
em que comega a poluicao até uma distancia considerada conveniente para estudar a

dispersao da poluicao.

Nosso primeiro estudo sera em relacao ao perfil de velocidade adotado no
dominio €. De acordo com (FORTUNA, 2000), muitas vezes nao podemos precisar a
distribuicao de velocidades, entao a solugao é prescrever um perfil de velocidade quando
possivel, avaliado in loco. Neste trabalho é adotado o perfil parabdlico, pois 0 mesmo
descreve um perfil encontrado em escoamento entre duas fronteiras paralelas. Para descrever
a fungao velocidade do dominio €, adaptamos as ideias de (FORTUNA, 2000), conforme

0S Passos a seguir:

Suponhamos que as fronteiras paralelas estejam separadas por uma distancia

H, como segue na Figura 6 e Figura 7.
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Represa da
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Rio Paranaiba

4

Araguari
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/

Corrego Brejo Alegre

Rio Jorddo

Figura 4 — Dominio retangular €);.
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Figura 5 — Dominio {2;.
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Figura 6 — Perfil parabdlico retirado de (FORTUNA, 2000).
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Figura 7 — Perfil parabélico do dominio £2;.

A equagao que descreve o perfil da Figura 6 apresentado em (FORTUNA, 2000)

segue como na equacao (2.2)

y?
u(y) = uo <1 = H?> (2.2)
onde ug ¢ a velocidade da calha do rio a distancias equidistantes das margens.

Utilizando das ideias da Figura 6 para chegar a equacao (2.2), tivemos um
deslocamento para cima da parabola, para que sua origem seja na origem do plano
cartesiano e sua segunda raiz seja na margem do rio que denotamos como iniciado no
ponto (0, H). Além disso, mudamos a abertura da pardbola de 2H (Figura 6) para H
(Figura 7). Entéo, a fungdo que descreve o perfil de velocidade de €2; é dada pela equagao
(2.3)

uly) = dug (IZ - jj;) . (2.3)

Aqui, ug é velocidade conhecida da calha do rio é a mesma da equagao (2.2).

2.1.2 Dominio proposto €2

Agora, vamos considerar um novo dominio €2, ainda regular, mas diferente de
;. Este novo dominio €2 aproxima o dominio destacado na figura 8. Dessa forma,
B ={zylo<r<L e 0<sy<H} J{@yln <z<z e H <y<H)
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Figura 8 — Dominio €.

Agora, introduzeremos uma nova ideia, que serd complementada no capitulo 3.

Primeiramente, vamos definir uma malha no dominio €2 = €2 U €y, que é um
conjunto finito de pontos que discretizam o dominio (2. Esses pontos sdo chamados de nés
da malha. Seja xy um ponto de referéncia e h um ntimero positivo. A malha de passo h da

Figura 9 e associada a x( e consiste no conjunto de pontos x; = xo +th, 1 =1,2,...,n.

h h h
To xp T2 Li Tt Iy

Figura 9 — Malha de passo h.

Fazendo h = Ax e considerando 2 dimensoes com k = Ay, observemos as

(Figura 10) e (Figura 11), que representam o dominio 2y e {2y, respectivamente.

ny 2ny ny - nx

Az =

S

Ay

Az

Figura 10 — Malha do dominio €);.
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Na (Figura 10) temos os seguintes valores:

e Quantidade de nés em cada coluna: ny;
e Quantidade de nés em cada linha: nx;

e Quantidade total de nés: ny - nx.

oo

roas
T : =
nxy + 1 nTa L L

Figura 11 — Malha do dominio €.

Observemos que, a quantidade de nés da malha (Figura 11) (dominio €25) é a
mesma quantidade de nés da malha representada pela (Figura 10). Isso acontece porque,
consideramos o cérrego como parte do dominio do problema e utilizamos o algoritmo ((A)

para que pudéssemos descrever o dominio discretizado (B).

Considerando o problema de descrever a funcao velocidade do dominio {29,
segue que: no sentido do rio, temos a mesma func¢ao que do dominio €2, representada na
equagao (2.3). Ja a velocidade no sentido do coérrego descendo até o rio é obtida através
dos passos que veremos a seguir. Para obter a funcao procurada, iremos utilizar novamente

as ideias de (FORTUNA, 2000).
Observemos as parabolas da Figura 12
De acordo com Poiseuille (BATSCHELET, 1978), o perfil de velocidade de

uma uma fungao quadrética tem a forma mostrada na equagao (2.4)

v(z) = v (]f; - ) , (2.4)

diminuindo a distancia entre as raizes da parabola, temos a equagao (2.5) (parabola em

vermelho) na Figura 12

o) = (5 -1). (25)
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Figura 12 — Parabolas

(nz) + nre) Ax — (nx + 1) Az

ay
(nz) + nxa) Az

nry+ 1 nra Ly x

Figura 13 — Amplitude da Parabola

(nxy 4+ nzo) Az — (nzy + 1) Ax
2
Agora que temos a amplitude que queriamos, temos que observar o deslocamento

onde a; = , como pode ser visto na Figura 13.

da parébola para a direita; para isto consideremos a (Figura 14).

Assim, a equacao que descreve a velocidade no corrego é dada pela equagao 2.6

v(x) = vy <(x_201) = 1) (2.6)

onde ¢; = Ly — (nz3Az) — a;.

Agora que ja temos a representacao das fungoes de velocidade, introduziremos
no préximo capitulo a ideia de Diferencas Finitas e Crank-Nicolson para a discretizacao

do nosso problema.
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Ly — (nzs - Az) —ay

Ly — (nzs - Ax) +ay

o nz3

ay nry L

Figura 14 — Amplitude da Parabola
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3 Métodos Numéricos

3.1 Método das Diferencas Finitas, Método de Crank-Nicolson e

Nicleo de Péclet

Como estamos trabalhando com a equagao diferencial parcial (2.1), sabemos
que a possibilidade de uma expressao analitica para a solugdao ainda nao existe. Por conta
disso, utilizaremos os resultados aproximados da equagao (2.1) utilizando o Método das
Diferencas Finitas para discretizar o espago e Crank-Nicolson para discretizar o tempo
(CUNHA, 2000), ambos métodos de segunda ordem e respeitando o nicleo de Péclet. Dai
a necessidade de uma breve introdugao sobre o Método das Diferencas Finitas, Método de

Crank-Nicolson e Ntcleo de Péclet.

3.1.1 Métodos das Diferencas Finitas

O método de diferencas finitas centradas tem caracteristicas de estabilidade
numeérica, mas requer mais recursos computacionais para obter uma precisao especifica
(BURDEN, 2013). Este método consiste na discretizacido das derivadas que aparecem
na equacao diferencial. Neste passo, as derivadas sdo aproximadas por diferencas entre
valores da solucao discretizada. A ferramenta bésica na definicdo de aproximagoes para as
derivadas é a série de Taylor. O mérito da série de Taylor é o de nos dizer como varias
informagoes sobre a fungao, no ponto x, podem ser usadas na avaliacao desta fun¢do numa
vizinhanca de z, isto é, no ponto z + h. No entanto, este método exige uma regularidade
da funcao c¢(x), esta que consideramos ser uma formulagao forte da equagao diferencial
(2.1) que estamos trabalhando. Se assumirmos que ¢(z) tém derivada até a ordem n + 1

em x, sua expansao em série de Taylor é:

2

! h n hn
c(x+h)=c(x)+ hc(z)+ or¢ (x) + -+ ﬁc(”)(x) +

hn+1

mc(n+l)(§) (3.1)

com z < & < x + h. O ultimo termo da expressao (3.1) representa o erro da aproximagao

de ¢(x + h) pelos n + 1 primeiros termos da série de Taylor.

Se tomarmos n = 1 em (3.1), teremos a féormula avangada para a discretizagao

da derivada e seu erro:

¢ (x) = clx+h)—clx) ﬁcu(g).
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De modo similar, tomando —h em (3.1) ainda com n = 1, obtemos a férmula atrasada e

Seu erro:

Tomando agora n = 2 em (3.1), segue que:

c(z + h) = c(x) + he (z) + Z!c”(x) + Z!c(?’)(fl) (3.2)
c(x —h) = c(x) — he () + Z!cﬂ (x) — Z!c(?’) (&) (3.3)

fazendo (3.2)-(3.3), obtemos a férmula centrada para a discretizacao da derivada e o seu

erro:

/ clx+h)—cle—h) h? ,
c(x) = o0 - gc( )(6).

De maneira analoga, tomando n = 4, temos a aproximagao para a derivada de segunda
ordem, ou seja

" oz —h) = 2c(x) +clx+h) K,

(@) - . — Zde)

comzr—h<&<xz+h.

No método das Diferencas Finitas, as derivadas presentes na equacgao diferencial
sao substituidas por aproximacoes como as descritas acima usando h constante. Ou seja,
para cada ponto da malha no interior do intervalo onde a equacao diferencial esta definida,
denotamos por ¢; a aproximagao de c(x;), entdo, as aproximagoes centradas vistas acima

serdo representadas como segue nas equagoes (3.4) e (3.5).

/ Civ1 — Ci—1

= e 3.4
b= (3.4)
" Ciy1 — QCZ' + ¢
¢ = — = : (3.5)

A equagao bidimensional que rege este trabalho é a equacao diferencial parcial de difusao-

advecgao-reagao (2.1), e pelas condigbes geofisicas do problema, tratamo-os de maneira
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bidimensional. Ao dividir o dominio finito [0, L] das abscissas em nx subintervalos, obtemos
L

Ax = h = —, e este valor é o do espagamento da malha no sentido do eixo z e ¢ = ¢(x, y)
n

uma funcao qualquer de duas varidveis de classe C*. Usando a série de Taylor na incégnita

T, segue que:

oc 0?c h? 03 h3
c(z+hy) = cle,y) + o (@ y)h + 5 (@ y) 5 + @(a,y)g (3.6)
e
oc 0%c h: o3 h?

Fazendo algumas operagoes algébricas, de maneira adequada, nas equagoes (3.6) e (3.7)

segue que:

de _c(z+h,y) —cz,y)

=~ - ,O(h); (3.8)
de _c(z,y) —c(z — h,y) .
=~ . ,O(h); (3.9)
& N c(x + h,y) — 2¢(x,y) + c(x — h,y) O(h?) (3.10)

Ox? h?

onde O(h) e O(h?) sdo, respectiamente, erros da ordem de h e h%. Somando

(3.8) e (3.9) temos a aproximagao centrada, a qual utilizaremos:

@ NC($+h7y)—C(I—h,y)

,O(h?). (3.11)

De maneira semelhante, dividindo [0, H] em ny subintervalos obtemos as aproximagoes
em relacao a variavel y, agora com Ay = k o espacamento da malha no sentido do eixo y.

Utilizamos a seguinte notacao para os pontos da malha:

c(zi,y5) = ¢
c(wi + h,y;) = cigr
el —hyyj) ~ iy (3.12)
(
(

)
(i, y; + k) = ¢
)

o(xy,y; — k) =~ ¢y
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e ainda:

( dc Cit1,j — Ci—1,
dc Cij+1 — Cij—1

3 (3.13)
aQC Ci—i—l,' — 261'7‘ + Ci—l,'
ﬁ(xhyj) ~ ’ h2j !
526 Cz’,j—i—l — 2Ci,j + Ci,j—l

S Z

No entanto, embora esta notacao confira a ¢;; uma caracteristica matrcial,
algoritmicamente iremos trabalhar este conjunto de valores como um vetor, reenumerando

de modo adequado os pontos z;, y;.

Assim, no lugar de, por exemplo, cﬁ j—1 iremos usar cf”_ny identificando o né
imediatamente a esquerda de cf - que corresponde a aproximagao c(zy,y;). Uma notagio
analoga é usada para cfﬂrny, c¢f , ecl, (PRESTES, 2011).

Para mais detalhes sobre diferencas finitas, ver (CUNHA, 2000) e (BURDEN,
2013).

3.1.2 Métodos de Crank-Nicolson

Em decorréncia, e ja utilizandoo esta notagao que trata a aproximagao de ¢
como vetor, decorre que para a discretizagdo do tempo da equagao (2.1), iremos proceder de
maneira analoga ao que foi feito para discretizar o espaco usando diferengas finitas. Desse
modo, obtemos uma aproximagao para a primeira derivada da fungao c(x,y,t) em fungao
do tempo. Primeiro definimos uma malha temporal, e seja At = T'/nt o espagamento
dessa malha, com (0,7 < R e nt subintervalos. Dai, utilizando novamente o polinémio de

Taylor agora na variavel temporal, segue que:

kel Atde  (FAH)? o2
1 k+d AtOC (%)2 0%c

— + O(A#). (3.15)

G TG 2 ot 2 Ot2
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c At
Utilizamos (3.14) e (3.15) para estimar a derivada parcial 5; nos pontos t,, + 5 pois
estamos usando o método incondicionalmente estavel de Crank-Nicolson. Em termos de

1
a ~ k ~ k+§
notagao C(xia Yi, tk) ~G e C(mia Yi, tk.l,_%) =G

Assim, subtraindo (3.14) de (3.15), e fazendo operagoes algébricas, segue que a

c
derivada e em t = k serd como na equagao (3.16) que se segue:

k+1 _ k

de ¢ c;

5~ Ap v comerro da ordem de A#”. (3.16)
Agora, somando as equagoes (3.14) e (3.15) e desenvolvendo-as, segue que, no tempo

1
t=k+ 3 temos a equagao (3.17)

~ +——" também com erro da ordem de A#’. (3.17)

Desse modo, por (3.16) e (3.17) temos os instrumentos numéricos para a discretizagao

temporal pelo método de Crank-Nicolson.

3.1.3 Ndcleo de Péclet

Como se sabe, a EDP Difusao-Adveccao-reacdo apresenta, entre outros, os
operadores de advecgao (tipo hiperbdlico) e de difusao (tipo parabdlico). De acordo com
(VIEIRA, 1990) e (BROOKS; HUGHES, 1982), as técnicas classicas de diferengas centradas
permitem simular adequadamente os termos da equagao, se o operador de difusdao nao
for dominante, ou seja, se o niimero de Péclet (como definido na equagao 3.18) nao for
respeitado como um limitante, oscilagoes falsas ocorrem. Quando o niimero de Péclet é

maior ou igual a 2, a solug¢ao nao é confiavel. Dai, para nosso estudo:

A A
P,=""Cc2 ¢ P =Y < (3.18)

(0% 0%

onde u e v sdo as compomentes de velocidade do termo advectivo (V' =< w,v >) nos
eixos r e y, Ax e Ay é o espacamento da malha no sentido = e y respectivamente e a é o

coeficiente de difusibilidade (drea/tempo).
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4 Capitulo 4

4.1 Processos numeéricos

Neste capitulo apresentaremos as aproximagoes realizadas na equacao (2.1) para
aproximar a soluc¢ao do modelo descrito no capitulo 2, utilizando os métodos propostos.
Apresentaremos uma breve introducgao sobre condi¢oes de contorno em geral, para depois
especifica-las em cada dominio considerado. Além disso, mostraremos a equacao de difusao-

advecgao-reacao que sera aproximada, e o procedimento numérico para os dominios §2; e

Q.

4.1.1 Condicoes de contorno

O modelo de difusdo-advecgao-reagdo com que estamos trabalhando (2.1),
descreve a concentra¢ao de poluente ¢ = ¢(z,y,t) em um certo instante de tempo, que
difunde-se na agua no ponto (x,y) e é transportado por uma velocidade V = (u,v). As
condigoes de contorno relacionam o fluxo de poluente a densidade da fronteira. Especifi-
camente, seja © € R? uma regido limitada com fronteira suave 02, e denote-se 7 como o
vetor normal. Dai, o fluxo que atravessa a fronteira 0f) é proporcional a densidade com
constante de probabilidade 5(x,y). A condi¢ao de contorno para o modelo (CANTRELL;
COSNER, 2004) que é feito neste trabalho é como segue em (4.1);

oc

a;ﬁ,z[ﬁ—\/ﬁ]CzO

&
an

para [yulyuly =00 com fimszﬁ) ¢, =0 =0 ¢ ¢, =

g, Vted (4.1)

Aqui, g = g(z,y,t) é uma fungao dada, em virtude das condigoes fisicas do
problema. O que se pretende modelar é a presenca de material impactante proveniente de

atividades agricolas as margens do rio Jordao. Consideremos, no algoritmo, g(z,y,t) = cte.

4.1.2 Equacao difusao-adveccao-reacao

Consideremos,

gj —div(aVe—cv) +puc=f (4.2)

onde ¢ = ¢(x,y,t), (z,y) € Q,t € I, a é constante, div(v) =0 em todo o Q e v = (u,v).
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Desenvolvendo a equagao apresentada (4.2) e fazendo operagoes algébricas adequadas nas

derivadas, segue que a equacao que sera discretizada. Entao, temos que:
d_|2 a@ —i—i Oz@ —I—i(uc)+£(vc)+ c=f
ot oz \Yoz) "oy \ Yoy oz 3y pe=r

%— Oé&-i-@ 6704 +a&+% 8704 @04— ac+@c+va—+ c=f e
ot 022 " 0z \ 0z o2 T oy \ oy or T Vor Tyt T Yy TH

ot~ \ozz T ay? Yor Ty ) TN\ Ty TH) T '

A discretizacao da equagao (4.3) é feita pelo método das diferengas finitas, com a opgao
para as diferencas centradas de 2* ordem para a variavel espacial e Crank-Nicolson, para o
tempo, também da ordem O(At?). Assim, temos que:

it 4 ok

; ~ * t. 4.4
CZ 2 ? ( )

e
+
(S

5c(xi,yi,tk+%) C]»H_l —ck

; 7 7, 45
s IV (4.5)
0ci Yoot t) bty = ey + by = oy (4.6)
ox - 4Ax

Analogamente,

oc(ws, yi, tk+%) ~ Cit1 — e ch — el (4.7)
oy - 4Ay 7
200 U k &k y
0x? (Ax) |

o%c(w;, ?Jivtk+%) ~ ol =20 e H A =20 + C”l. (4.9)

oy? 2 (Ay)?
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4.1.3 Procedimento Numérico para 2y
Considerando um dominio simplificado Q; < R?, descrito em forma de retangulo,
como visto na figura (15), onde 9y, 08, 03 e 0y sdo as fronteiras do Dominio €.

Dividindo o intervalo [0,!] em nz subintervalos, obtemos Ax = — e de maneira anéloga,
nx

h
Ay = —, sendo ny o nimero de subintervalos de [0, h].
n

00

o0, o0

’ 15192 L .

Figura 15 — Dominio ;.

Para enumerar os nés obtidos na malha decorrente da discretizacao, iremos
adotar uma sequéncia nos intervalos verticais sucessivos, como podemos ver na figura (16).
Observe-se que a numeracao da malha nao comega na primeira coluna e nem abrange a
primeira linha. Isso ocorre por conta da escolha das condi¢oes de contorno do dominio €2y,

em 0y e )y, que sao dirichlet homogénea e ndao homogénea, respectivamente .

Cneny

Cit1 \
CfJ(zy c CY+RL’}

Co

@]

Figura 16 — Contagem da malha.

Desse modo, temos pontos interiores do dominio, como indicado na figura (17).
Usando as aproximagoes dadas pelas equagoes (4.4), (4.5), (4.6), (4.7), (4.8) e (4.9) na

equagao (4.3), segue-se que:



Capitulo 4. Processos Numéricos 38

Ci—1

Figura 17 — Pontos do interior da malha.

2(Az)”

k+1 k k+1 k+1 k+1 k: _
& -G o (Cinny Cernny Ci nny 2C + ClJrTmy +

k+1 k:+1 k+1 k k k+1 k+1 k
+a Ci—1 —2c + Cit1 + Cz 1 20@‘ + Ci+1 —u Ci+nny Ci— nny + Cz+nny Ci—nny +
2 (Ay)? 4Ax

k1 el k k1
v it — Gt g — ey —u a4 n fH%
4Ay 2 v

k+1 k+1 k+1 k+1 k+1 k+1
C;c-i-l _k o (Ci—nny - 2C + Citnny Ci—1 — 26 + Cit1 > At+

2(Az)” 2(Ay)”

k+1 k+1 k k k+1 k+1
Ci+nny - Cifnny Ci+nny - Cifnny Civ1 — Gi—1
— At — At —v | —/———— ) At+
¢ < ) “ ( 4Ax v 4Ay

k K

Civ1 — Cim1 K g k ket

— At — At — —c; At + f; At
! ( 4Ay ) 2 CZ Ji
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k+1 k+1 k+1 k+1 k+1

k+1 Cij_nny - 20i+ + Ci-i—fnny cfjll — 20§+1 + ci'trll ci:nny - cij_nny

T — 5 + 5 At +u At+
2 (Ax) 2 (Ay) 4Ax

k+1 k+1

Civ1 — G ki

Jo | = VALt 4 ZTTAL =
( 4Ay ) 2

k k

C: —2cF + ck ko 90k + ck ch —cr
_ Cl:;: + o ( 1—nny 7 ! 1+nny + i—1 7 5 H—l) At —u ( 1+nny 7 nny) At—i—
2 (Ax) 2 (Ay) 4Ax

k k

Cir1 — G Mok k+3

—v | ————— | At — Z¢;At + f; 2AL
! ( 1Ay ) Qe Bt

. oAt uAt Lo (L oAt uAt Lo (14 N
1 2(Ay)?2  4Ay mry\ C9(Ax)? 4Ax : (Az)?2  (Ay)

Lok aAt +vAt Lo [ alt +uAt _
o 2(Ay)?  4Ay iy \ Co(Ax)?  4Ay )

& aAt +UAt L aAt +uAt Y aAt—aAt—ﬁAt—i—
G\2Ay)? T4y ) T\ o(Ar2 T 4Ar ) T O (Ar)2 (Ay? 2

& aAt vAt % aAt uAt k+3
\ — \ — 2 AL 4.1
+Cz+1 (2(Ay)2 4Ay + cz+nny 2(A$)2 4Ay + fz t ( O)

Na forma matricial, segue que:

1
A = Bk + AL (4.11)
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onde os termos das matrizes esparsas A e B estdo identificados em (4.10), sendo c* o vetor

. k+i o, k+i k+d k+3
de componentes ¢, ¢k --- ¥ eainda f; * é o vetor de componentes ; 2,5 2, un’.

As matrizes A e B possuem, cada uma, uma diagonal principal e outras quatro diagonais

secundarias, distintas da seguinte maneira:

alt at %

dpe =1 + (Ar)? + (A + 2At é a Diagonal principal da matriz A1

dspie :—Q(OXAy t) 5~ Zi; é a Diagonal secundéria inferior da matriz A**!:

dspse = — 2?@ t)2 + Zﬁ; é a Diagonal secundéria superior da matriz A1

dsdie = —Q(O[AA;) 5~ Zﬁi é a Diagonal secundéria distante inferior da matriz A**!;
dsdse = — Q(OéAA;,; t)2 + Zﬁ; é a Diagonal secundéria distante superior da matriz A
dpd =1-— (Zi; — (Zi; — gAt é a Diagonal principal da matriz B*;

dspid = 2?@ 15)2 + Zﬁ; é a Diagonal secundéria inferior da matriz BY;

dspsd = 2?@ t)2 — Zﬁ; é a Diagonal secundéria superior da matriz B";

dsdid = 2?@ t)2 + Zﬁ; é a Diagonal secundaria distante inferior da matriz B*;
dsdsd = 2EIAA;)2 — Zﬁ; é a Diagonal secundaria distante superior da matriz B:

4.1.4 Pontos da fronteira de €23

Iremos utilizar condi¢oes de contorno de Direchilet homogénea na fronteira

021, ndo homogénea em 02, ¢ Robin nas fronteiras 0§23 e 0€, (ver figura 15).

onde g(z,y,t) = k é uma fungdo constante e ¢ = c(z,y,t) é a fun¢ao de
concentracao de poluentes que estamos utilizando neste trabalho, discretizada po c? com
i=1,---,nn, k=1,--- ,npt e npt é o nimero de passos no tempo.
4.1.4.1 Pontos da fronteira acima

Observemos a figura (19), referente aos pontos que existem no dominio €);:
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Figura 18 — Condi¢oes de Contorno.

L /gf
i-nny i i+nny
i-1

Figura 19 — Pontos da fronteira acima.

Na fronteira acima de €27, temos uma condicao de contorno de Robin, entao

oc oc N , .
— = — = 7c e, neste caso, temos um ponto (¢;41) que nao pertence ao dominio €y (ver

on 0y

Figura 19), dai fazemos as seguinte operagoes

de =l 4 df -
oy 4Ay

c’gH +cf = dAyye + A + o

k+1 | ok
¢ +¢
c’j“ + cg = 4Ay~y (Z 5 ! ) + ek

c’j“ +¢f = 20y

7

+ 2Ay’yci«C + cffll + cf_l. (4.12)
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Usando a equagao (4.12) na equagao (4.10), segue-se que a discretizagdo do dominio

21 na fronteira acima, com condi¢ao de contorno de Robin, fica da seguinte maneira:

w1 [ AL e aAt
( <Ay>2>“’—""y< 2(Ar)?  4Ax) "

aAt alAt  ayAt  vyAt bt aAt uAt
(1 T Ty Ay 2 2At> TGy \ ToA2 Taas ) T

_ aAt Lk aAt +uAt N
T (Ay)2 mry\ 9(Ax)? T 4Ax

At aAt  ayAt  vyAt p
ey @At AN
+Cl( (A0 Ay " Ay 2 2 t)+

k
+Ci-‘rnny

aAt uAt k1
- - 2AL.
<2(Ax)2 4Ax) i !

4.1.4.2 Pontos da fronteira a direita

Observe a figura (20), referente aos pontos que existem na fronteira 023 do

dominio 2.

Figura 20 — Pontos da fronteira a direita.
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Na fronteira a direita do dominio (€23), temos uma condi¢ao de contorno de
dc  Oc

Robin, entao — = = [c, e neste caso, temos um ponto a direita da fronteira que

on O

também nao pertence a €2;: c’;f (ver Figura 20), daf utilizando as equagoes (4.4) e (4.6):

k+1  k+1 k_ .k k+1 k
Cﬂ Ci—nny + Cz Ci—nny . 5 Ci + ¢
4Ax

1—nny —nny

c§+1 +¢f = 20xBeT + 20828 + )+ o (4.13)

Usando a equagao (4.13) na equacao (4.10), temos a discretizagdo do dominio €2; na

fronteira a direita, com condi¢ao de contorno de Robin:

At aAt afAt  uBAt  p aAt vAt
N — _ HA kel [ _
o (*(Aw)”(Ay)z Ar T2 T t)“’“( 2<Ay>2+4Ay)

ok alt _I_vAt L aAt
~ oAy T aAay) T\ (A

At aAt afAt  upAt  p aAt vAt kL
T < Do)y Ay T Ar 2 28 Than\gaye T aay) T
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4.1.4.3 Pontos da fronteira a esquerda

A figura (21), refere-se aos pontos que existem na fronteira a esquerda do

dominio €

In-l
——eo—+»

0 Ji 1+nny
i-1

Figura 21 — Pontos da fronteira a esquerda.

Na fronteira a esquerda do dominio, temos uma condi¢do de contorno de Diri-
chilet homogénea, entao todos os pontos sao iguais a 0. Usando esta condi¢gdo na equacao

(4.10), segue que a discretizagao do dominio €2; nesta fronteira serd como se segue:

el aAt vAt bt aAt alAt et aAt vAt
an b1 (] At ) acb1 [ =
Ciq < 5 +c + ( ; 1 + 9 +ciq 2(Ay)? + 1Ay +

Lo [ aAt +uAt _ aAt +vAt k(1 oAt oAt P 4
Gy \ To(AD)2 T4z ) T G\ 2(Ay)? T 4Ay ) T Az (Ay)? 2

& aAt VAt % alAt  uAt k+ L
- - - s o . CAL.
Thin (2(Ay)2 4Ay) * Cinny ((Ax)2 28z ) " Ji

4.1.4.4 Pontos da fronteira abaixo

Observando a (Figura 22), referente aos pontos que existem na fronteira inferior

025 do dominio €2;, temos:

I i+1
——eo—=
i+nny li 1+nny

g

Figura 22 — Pontos da fronteira inferior.
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Na fronteira na parte de baixo do dominio, temos uma condi¢do de contorno de
Dirichilet ndo homogénea, em que todos os pontos sdo iguais a uma funcao g(z,y,t) = k
constante dada. Usando esta condigdo na equagao (4.10), segue que a discretizagdo do

dominio €27 nesta fronteira é dada como se segue:

aAt vAt ot aAt ulAt bt aAt alAt
_ — \ — — A 1 —A
o (st~ i) (ot a4 (1 )

Lok aAt +vAt e aAt +uAt _ aAt +vAt N
v 2(Ay)?  4Ay iy \ C9(Ax)?  4Ax —9 2(Ay)?  4Ay

Lo aAt N uAt Lo (1o oAt aAt NAT oAt vAt N
mry\ 9(Ax)? T 4Ax ' (Az)?2  (Ay)?2 2 T 2(Ay)?2 4Ay

< aAt ul\t

_ EIN
2(Ax)? 4A$) i g

k
+Ci+nny

Entao, a discretizacdo do dominio €2; na fronteira abaixo fica da seguinte maneira:

Bl aAt ult bt 1 alt alAt
e (- - e+ (g FA
Cinny ( 282 ane )T T Tay T2 T

Lok aAt +0At s _ +aAtd +uAt _ aAt +vAt N
Cir1 2(Ay)?  4Ay Cirtnmy 2(Ax)?  4Ax —9 (Ay)?2  2Ay

Lo aAt +uAt +k1_O‘At_O‘At_ﬁAt+k oAt vAt N
oy \ o(Az)2 T 4Az ) T (A2 (Ay? 2 G\ 2(Ay)? 40y

k
+Ci+nny

< aAt ut

k+3
2(Az)? 4A$) T A
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4.1.5 Procedimento Numérico para €2

Para que possamos atingir nossos objetivos, que consistem em estudar o melhor
local para fazer o tratamento de esgoto, devemos considerar nao s6 o dominio {2; com uma
fonte pontual sobre o retangulo que aproxima o rio Jordao. Para isso, olhamos o problema
de uma nova perspectiva e construimos um novo dominio €25, que agora aproxima o rio
Jordao com outro retangulo que representa o cérrego Brejo Alegre. Agora nao temos
mais uma fonte pontual ao longo da margem acima de rio: nossa fonte é todo o corrego,
apresentando uma certa concentracao de poluente, velocidade de correnteza e todas as
caracteristicas fisicas que sdo consideradas na primeira abordagem, referente apenas ao rio

Jordao.

A equacao de difusdo-adveccao-reacdo permanece a mesma, mas agora com
mais condigbes de contorno, como se pode ver na equagao (4.14) e o dominio trabalhado

segue na figura 23

(c=clw,y,t), com  (ny)eQcR e te=(0T]
0
j—div(aVc—cv)zf—uc7 e
ot
{ Cla,,0) = Cola,y),  V(a,y)eQ (4.14)
0
FC|592- = ¢ coIn 2217 76
’r] K
oc _
67|592' =gc com g(z,y,t)=constante e i=7 e 8.
\ O ¢

sendo estes subindices 02y, e de ; referentes a localizagao de diferentes trechos
da fronteira total €2, em que ocorrem fenémenos de tipo ou de intensidades diferentes.
Além disso, a, v, p e f sdo os mesmos da equagao (2.1).

Considerando o dominio 0, = R?, descrito como visto na figura (23), onde 0Q;,
0y, 0a,, 08y, 0., OS2y, 0€)a. € 0Sds, sao as fronteiras do Dominio {25. Dividindo o

[
intervalo [0,{;] em Nz = nxl+ naz2 + nx3 subintervalos, obtemos Az = N de maneira
x

andloga, Ay = —, com ny = ny, sdo os subintervalos de [0, h] (ver figura 24).
ny

Para enumerar os nés obtidos na malha decorrente da discretizacao, iremos

adotar uma sequéncia nos intervalos verticais sucessivos, como podemos ver na figura (24).
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390,

9,

8923 A

90,

00,

(z,y) €€y R?

o,

98

Figura 23 — Novo dominio €.

(rey - oniyn ) =+ 1y

Y2
2ny, nT - Ny (neq - nyl) + (nas - ny2) + (Rwaq) |
niy; L] »
2
b
q (1101 -y ) = 1
|
J nri nri+nra, nr]+nra+nra

Figura 24 — Discretizacdo do dominio €25.

De maneira andloga ao dominio €2; a numeracao da malha nao comeca na primeira coluna

e nem abrange a primeira linha.

A discretizacao dos pontos interiores de €25 é igual a discretizagao dos pontos

interiores de €y (ver equagao 4.10), diferindo apenas nas condigoes de fronteira, que é o que

indirademos apenas enunciando as férmulas finais, seguindo o procedimento ja adotado

em 4.1.4.
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4.1.5.1 Fronteira acima (0€2y,) de §:
aAt uAt\ aAt k1
(et~ 1ae) 4+ (- age) 4

(1 N (OzAt alAt  amAt N vy At N ,uAt) b+l (_ alt uAt) L

Ax)? * (Ay)? Ay 2 2 ‘ 2(Ax)? T AAg ) Gty =

aAt +uAt ok N aAt &
2(Ax)?  4Ag ) T (Ay)2 ) !

<1 _ alt aAt N anAt oAt pAty aAt ult g
( \

Az)?2  (Ay)? Ay 2 2 2(Az)?  4Ax Z+"”y+Atf

4.1.5.2 Fronteira a esquerda do cérrego (0€2s,) de Qs:

aAt VAL aAt alAt oAt upAt pAty
_ _ A 1 _ A+1
( 2(Ay)? 4Ay> K < - (Ax)? - (Ay)? Az 2Ar 2 !

(- alAt +vAt ke L alt +uAt kel
2(Ay)?  4Ay Cir1 (Az)?2  2Ax Cinny =

aAt UAt y | aAt B aAt B avy At N uy At B [I7AN AN
2(Ay)? 4Ay ‘i- (Ax)?2  (Ay)? Ax 2Ax > )4

N aAt VALY N oAt ulAt o +Atf
2(Ay)?  4Ay Cit1 (Ax)?  2Ax Cirtnny

4.1.5.3 Fronteira acima do cérrego (0€2y,) de Qs:

aAt ulAt\ .4 alt '\ 4
(ot i) 5+ (i) 2
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aAt alAt  aypAt vyAt pAt\ 4 aAt uAt\
(1 + (AZL‘)2 + (Ay)g Ay + 5 + 7 ;T Q(A:E)Q + Ax Citnny =

aAt +uAt & N aAt '\ N
2087 " 4Ax) T T\ (Ag)?)

aAt alAt oAt vysAt pAt\ aAt (AN fet L
1- — — » — ‘ Atf, 2.
< ( + z+ Q(Al’)z AAT cz+nny+ fz

Azx)?2  (Ay)? Ay 2 2

4.1.5.4 Fronteira a direita do corrego (0€2s,) de :

AR _alAt WAt
(g ) 2+ ot i) 440

aAt alAt  ayAt uyp At pAtY aAt vAL\
1 _— . —_ . —
" ( * (Ax)? * (Ay)? Ar 2ar o2 )4 T 2(Ay)? - 47Ny )

aAt — aAt +vAt ooy
(Az)2) 7 T\ 2(Ay)2 - 4y )

a/\t a/\t av At uy At pAtY aAt VALY kel
1— _ — ; Atf. 2.
* ( (Az)?2  (Ay)? * Az 2Ax 2 )¢ 2 CratAL;

T\ 2(Ay)2  4Ay

4.1.5.5 Fronteira acima (0€2,) de Qs:

dc oc
Consideremos, na fronteira 0€,,, P V5 = P ~v5C, entao, segue-se que
n Y

a discretizagdo da malha nos pontos da fronteira 02y, serda (usando a mesma notagao

anteriormente adotado):

k1 _ kel ok k
G TG TGy
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CSH + C; = 295 Aycf T 4+ 25 Ayl + T+

Portanto,

aAt ulAt\ 4 alt '\ 4
( 2(Az)? 4A$) o ( (By2) T

alAt alAt  ays At vy At pAt\ alt (7AN A
1 — . — . e
( TR Ty T Ay T2 T )9 T\ Toanez Tanag ) e

aAt +uAt % N aAt '\ N
2(Ax)? " 4Az ) v T\ (Ay)2 ) Gt

(1 B (aAt at N ays At vyAt ,uAt) . ( aAt uAt) g —i—Ath»H%.

Az)2 (Ay)? Ay 2 2 PT\2(Az)?  4Az) W

4.15.6 Fronteira a direita do rio (0€2,) de Qy:

c oc
Na fronteira 0€2y, temos e YeC = P YeC €, entao, segue-se que a discre-
i i

tizacdo da malha nos pontos da fronteira 02y, sera:

k+1 k+1 k k k+1
Ca — Ci—nny + Cﬁ - Cifnny 5 (Ci * + Cf)
— 6 _—

4Azx 2

k+1 k
Cﬂ + cﬁ=276Amcf+l +276Amc§ 1cktl ek

i—nny i—nny
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Portanto,

aAt \ aAt VAL
(g ) e+ (ot i) 440

aAt aAt oAt uypAt pAtY aAt vAt
1 — ot1 — k1l _
- ( - (Ax)? * (Ay)? Ax - 2Ax o) T 2(Ay)? - 4Ay Cir1

alt & N alt +vAt Eoy
(Az)?) T T\ oAy T any )

1
) cfH—i-AthHQ :

(- oAt oAt +a'yﬁAt_u'yﬁAt_uAt & oAt vAt
(Az)?  (Ay)? Ax 2Ax 2 U\ 2(Ay)? 4Ay

Observamos que as fronteiras {27 e {2 sao as mesmas fronteiras, em que, no dominio 2,

oc
—~loa,, = gc com g(,y,t) = constante e i = 7, 8.

on
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5 Capitulo 5

Neste capitulo apresentamos alguns cenarios resultantes da simulagao computa-
cional do modelo. Os algoritmos foram programados no ambiente Matlab, os quais podem

ser encontrados nos anexos A e B.

Para o estudo, separamos o dominio €2; e {25 em 3 cenarios cada, onde o primeiro
cenario de €y (25 e 26) corresponde nas figuras seguintes (27 a 29) ao primeiro cenério
de €25; 0 segundo cenario, que é um controle urbano da polui¢ao, em €2; corresponde ao
segundo cendrio de {2y e o terceiro cendrio respectivamente (30 a 32) e (33 a ?7) acontece
da mesma maneira. E importante ressaltar que os valores dos pardmetros sao os mesmos

em todos os cenario, exceto os valores das fontes, que serao explicados mais a frente.

5.1 Simulacoes e Analise dos Resultados

O rio Jordao tem, no cérrego Brejo Alegre, uma fonte de emissao de poluente,
e este corrego apresenta, por sua vez, varias possiveis fontes de emissao de poluentes, dos

quais algumas sao difusas, ou seja, nao possuem um ponto de lancamento especifico.

Mesmo sabendo da incidéncia permanente do problema de poluicao do rio
Jordao, nao foi possivel encontrar na literatura muitos trabalhos sobre o problema. O mais
relevante dentre os pouco trabalhos foi (PAULA, 2011), “Avaliacao da Qualidade da Agua
e Autodepuragao do Rio Jordao, Araguari (MG)”. Mesmo sendo um trabalho relevante,

nao se obtiveram valores especifico para os parametros.

Assim, para o desenvolvimento do modelo matematico e para as simulagoes, os
pardmetros foram tomados de pesquisas feitas por (GUACA, 2015), (ABREU, 2009) e
(WOLMUTH, 2009), e alguns pardmetros foram estimados para manter as caracteristicas

das condi¢oes ambientais reais.

Para os parametros de velocidade tanto no rio quanto no cérrego, utilizamos as
ideias dos trabalhos de (OLIVEIRA, 2003) e (NOVAIS, 2011), em valores representantes
dos ventos, tomados a 10 metros de altura. Pela equacdo de Ekman (OLIVEIRA, 2003),
o valor superficial do vento que corresponde a correnteza superficial, é de 3% do valor
do vento a 10 metros. Ja o segundo trabalho disponibiliza esses valores em determinadas

épocas do ano, como podemos observar na tabela 1.
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Estacao do ano Meés Velocidade Superficial (comprimento/tempo)
Verao Dezembro 0,1575

Janeiro
Fevereiro
Outono Marco 0,1575
Abril
Maio
Inverno Junho 0,18

Julho
Agosto
Primavera Setembro 0,1125

Outubro
Novembro

Tabela 1 — Velocidade superfcial (comprimento/tempo) dos ventos dominantes predomi-
nantes de Noroeste e Sudeste usando a formula de Ekman (valores estimados).

5.1.1 Primeiro cenério de €2y e ()

Neste cenario, estudamos a dispersao do poluente na dire¢ao de um vento de

Noroeste.

Para esta simulacao consideramos 6 fontes, sendo trés delas representando as
fontes que saem do cérrego e entram no rio, e outras trés fontes no rio representando
as fontes de polui¢ao oriundas da agricultura da regiao por run-off. A (Figura 25 e a
Figura 26) apresentam 6 graficos, para um tempo de simulagao de 2 anos, em ;. A
(Figura 27 e a Figura 28) apresentam outros 6 graficos com o mesmo tempo de 2 anos, do
dominio §25. As duas figuras mostram o comportamento evolutivo da polui¢cao no dominio

completo, €25.

A Figura 29 é o resultado final das simulages para o cenario neste dominio, com

o mesmo nimero de itera¢oes, mesmas velocidades (onde existem) e pardmetros. Os valores

10A,
100

onde x é o ponto da malha em que inserimos a fonte. Observe-se que, quanto mais proximo

utilizados nas fontes sdo em relacao ao IQA da dgua, regida pela fungao f(z) = 1—

de 100 o IQA estiver, menos poluicao teremos na fonte e, consequentemente, menor sera a
sua dispersao por todo o rio. Além disso, é importante ressaltar que, para as simulagoes, o
valor do IQA em cada dominio foi diferente, visto que em €2; o poluente ja estava mais

dissolvido do que em €2,.
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Figura 25 — Gréaficos Referentes a dispersao de poluente em €2 (365 dias) com 3 fontes
onde o corrego Brejo Alegre desdgua no rio Jordao e 3 fontes rio acima, nos
tempos t; = 181, t5 = t3 = 92 respectivamente.

A

Figura 26 — Graficos Referentes a dispersao de poluente em €2; por mais 1 ano, no qual o
antecessor ¢ condic¢ao inicial para a proxima simulagao, nos tempos t; = 181,
to = t3 = 92 respectivamente.
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Figura 27 — Graficos Referentes a dispersao de poluente em {25, com uma fonte no corrego
Brejo Alegre, nos tempos t; = 181, t5 = t3 = 92 respectivamente.

Figura 28 — Gréficos Referentes a dispersao de poluente em 2y (365 dias), agora incluindo
a dispersao no corrego Brejo Alegre com 3 fontes localizadas a montante do
Rio Jordao e a montante do Cérrego, nos tempos t; = 181, t5 = t3 = 92
respectivamente.
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Figura 29 — Resultado de £ e 25 depois de 2 anos de simulacao.

Observamos depois das simulagoes que, mesmo considerando as fontes de
poluentes de €2; provocarem impactos mais diluidos na entrada do rio, podemos ver que
o resultado, considerando o coérrego como uma fonte constante de poluente, é melhor do
que considerar apenas fontes pontuais no rio. Isto acontece porque ocorre uma absorcao
maior de poluente pelas margens e, além da correnteza do cérrego ter um encontro com a
correnteza do rio, ela contribui para o transporte, e assim, contribui para a dispersao do
poluente. Com estas simulagoes, observamos entao que o cenario de €2; tem uma maior
concentracao de poluente, principalmente nos arredores das fontes, mas a contaminacao
do rio é mais demorada, ou seja, depois de 2 anos ainda existem lugares do rio que nao
foram atingidas pela polui¢ao. J4 no dominio €2y, a concentracao de poluente em cada
ponto da malha é menor do que no caso do dominio anterior, também perto das fontes,
mas a advecgao do poluente também é maior, considerando que temos um aumento da

velocidade total.

Agora que ja temos um cenario que representa a situacao atual do rio estudado,
e podemos analisar a evolu¢ao do poluente em duas situagdes que achamos apropriadas.
Na primeira, consideramos um tratamento da poluicao pelas politicas publicas adotadas na
cidade, considerando que nao é financeiramente viavel acabar com a fonte de polui¢ao, mas
sim diminui-la. Ja na segunda, consideramos um tratamento total da poluicao acabando
com a fonte poluidora do corrego. Além disso, é importante destacar que os resultados
obtidos neste primeiro cenario foram utilizados como condigao inicial para os cenarios a
seguir, aqui ja comentados. Esses resultados serao visto a seguir. Em outras palavras, sao

cenarios com politicas publicas de contigenciamento.

5.1.2 Cenério €2, e €29 - Controle Urbano Parcial

Neste cenario, modificamos o valor do IQA em todas as fontes de poluentes,
representando um controle urbano de diminuicao de emissao de poluente no corrego.
Em € fizemos uma reducao do valor das fontes pontuais que representam a emissao
do poluente feita pela cidade e, em {25, fizemos a mesma reducao nas fontes vindas do

corrego. Observamos nas figuras (Figura 30, Figura 31, Figura 32, Figura 33, Figura 34
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e Figura 35) que houve uma diminuigdo do nivel de concentracao de polui¢do no rio a
partir da situacgao inicial que é formada pelos niveis assintoticos gerados nos cenarios
anteriores. Pela Figura 32 observamos que a polui¢ao, mesmo diminuindo, ainda esta se
dispersando ao longo do rio, enquanto que, na Figura 35, a polui¢do ja se estabilizou e nao
ha mais mudancas. Essas observagoes foram confirmadas ao fazermos diversas simulagoes,
ja que, em €2y, mesmo apods 3 anos de simulagao, ainda conseguimos ver uma mudanca de
comportamento da polui¢ao, ou seja, nao houve uma estabilidade assintética do resultado,

enquanto que, em €2y, conseguimos essa estabilidade dos resultados em menos de 3 anos.
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Figura 30 — Graficos Referentes a dispersao de poluente no cendrio dois em 2 (primeiro
ano).

E necessério comentar que, no cenério (5.1.2) figuras 35 a 33 pode ser observada
uma difusao a montante das fontes, ainda que muito inferior aquele do trecho a jusante.
Isto se deve, principalmente, as caracteristicas predominante parabdlicas do modelo em

funcao de velocidades relativamente baixas do rio Jordao nesse trecho.

Esses resultados sdo bastante indicativos do potencial deste trabalho em funcao
daquilo que podemos concluir quanto ao tratamento de dgua ao longo do cérrego ser mais

eficiente, em relagao ao tempo, do que no encontro posterior do cérrego com o rio.

E, por fim, para concluir as simulacdes, no cendrio apresentado a seguir,
consideramos um controle total da poluicao vinda da cidade, ou seja, toda a fonte de
poluicao proveniente do corrego agora ¢ considerada como sendo zero, permanecendo

apenas as fontes provenientes da agricultura local nas margens a montante do rio Jordao.
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Figura 31 — Graficos Referentes a dispersao de poluente no cenario dois em €2; no segundo
ano, nos tempos t; = 181, t5 = t3 = 92 respectivamente.

= 10 15 20 25 30

Figura 32 — Graficos Referentes a dispersao de poluente no cenario dois em €2; no terceiro
ano, nos tempos t; = 181, t5 = t3 = 92.
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16 18 20 22 24

Figura 33 — Graficos Referentes a dispersao de poluente no cenario dois em {25 no primeiro
ano, nos tempos t; = 181, t5 = t3 = 92.
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Figura 34 — Graficos Referentes a dispersao de poluente no cenario dois em {25 no segundo
ano, nos tempos t; = 181, t5 = t3 = 92.
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16 18 20 22 24

Figura 35 — Graficos Referentes a dispersao de poluente no cenario dois em 25 no Terceiro
ano, nos tempos t; = 181, t5 = 92.
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5.1.3 Cenério €21 e €23 - Controle Total Urbano

Neste cendrio zeramos o valor do IQA (IQA= 100) em todas as fontes de
poluentes do cérrego, representado um controle urbano total de emissao de poluentes no
corrego. Em €2y desligamos as fontes pontuais que representam a emissao do poluente feita
pela cidade, e em ()5 fizemos a mesma reducgao nas fontes vindas do corrego. Observa-se
nas figuras Figura 36a Figura 43 que a poluicao vinda da agricultura da regidao é muito
prejudicial ao meio ambiente, visto que, neste cenario, ela é a Unica fonte continua de

poluicao.

Figura 36 — Graficos Referentes a dispersao de poluente no cenario trés em {2; no primeiro
ano, nos tempos t; = 181, t5 = t3 = 92.

Observe-se também que o corrego consegue se limpar com sua autodepuragao
e, entao, o cérrego nao influencia demasiadamente em termos da poluicao do rio, apenas
na sua advecgao. Isso pode ser comprovado pelas figuras Figura 40 a Figura 43, em que se
vé que a curva de poluigdo estd mudando de tempos em tempos, e isso acontece pelo perfil

de velocidade utilizado, e pela influencia do cérrego ao desaguar no rio Jordao.
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Figura 37 — Graficos Referentes a dispersao de poluente no cenario trés em €2; no segundo
ano, nos tempos t; = 181, t5 = t3 = 92.

Figura 38 — Graficos Referentes a dispersao de poluente no cendrio trés em €2; no terceiro
ano, nos tempos t; = 181, t5 = t3 = 92.
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Figura 39 — Gréficos Referentes & dispersao de poluente no cendrio trés em €y (1460 dias -
4 anos).

Figura 40 — Graficos Referentes a dispersao de poluente no cenario trés em {2, no primeiro
ano, nos tempos t; = 181, t5 = t3 = 92.
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Figura 41 — Graficos Referentes a dispersao de poluente no cenario trés em €25 no segundo
ano, nos tempos t; = 181, t5 = t3 = 92.

Figura 42 — Graficos Referentes a dispersao de poluente no cendrio trés em )y no terceiro
ano, nos tempos t; = 181, t5 = t3 = 92.
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Figura 43 — Graficos Referentes a dispersao de poluente no cenario trés em {2y no quarto
ano, nos tempos t; = 181, t5 =3 = 92.
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6 Consideracoes Finais

Com o intuito de criar um instrumento auxiliar no estabelecimento de politicas
publicas de preservagao ambiental e seu planejamento. Com este fim em vista, foi produzido
um instrumento algoritmico que permite simular situacoes de impacto no desague de um

rio (ou corrego) em outro maior.

Com poucas alteracoes, o programa implementado pode ser adaptado a muitas

situacoes indicadas no paragrafo anterior.

Um aspecto inovador deste trabalho se manifesta na combinagao dos perfis de
velocidade na regiao do desague, combinando 2 perfis de Poiseuille, para obter o perfil a

jusante desse desague, o que resulta em simulagdes mais fidedignas qualitativamente.

E realmente simples agregar ao modelo a presenca de ventos predominantes e
sua influéncia nas manchas de poluente de superficie e, finalmente, acreditamos que este
trabalho se preste a ser um instrumento auxiliar no estabelecimento de politicas publicas
de agdes emergenciais de contencao, de preservacao e de avaliagao de impacto, bem como
vemos nele um texto que pode ajudar na mudanca de legislagao em locais onde o algoritmo

venha a ser usado do modo indicado.

Finalmente, ap6s o término deste trabalho, verificamos que se trata, na realidade,
de um ponto de partida para uma vasta gama de outras situagoes como a inclusao de um
ou mais desagues, com radicais diferencas em seus estados de poluicao bem como o uso
de Equacgoes como as de Stokes ou Navier-Stokes na simulacdo do perfil de velocidades e,
ainda, na introducao, no modelo de técnicas de limpeza e contencgao, efetuadas de modo

discreto, ou seja, apenas periodicamente e nao de maneira continua.
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ANEXO A — Dominio ()

%clear all

%cle

function [em,ctes ,condInit]=paraboliconovo (cz,ul,v, aaa, bbb, ...
cce ,ddd,eee, fff  tfinal jnpt)

% O problema
% Estudar a polui do Rio Jordo (Minas Gerais)

% _ _ _ _ _
O — — —
% P armetros do Problema

% — — — — — — — —
tic

alf=0.00375;

beta=—-0.1;

gamma=—0.1;

mu=0.000001;
f=1.0;

1=10;
h=4;
%tfinal =182;

nx=30;
ny=10;
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Ynpt=>500;
dx=1/nx;
dy=h/ny;
dt=tfinal /npt;
ddx=dx*dx;
ddy=dyx*dy;
NNX=nx ;
nny=ny;

nn=—nnx*nny ;

% _
% Campo de velocidades
O — —
y = dy:dy:h;
u=(4/9)*ul*y.xh — (4/9)*ul0x*(y."2);
m = size(y);
%
% Ncleo de P clet
% _
r = uxdx/alf;
r = norm(r, inf)
if r>=2

disp ("Pare, p clet alto:’)
else
%
% Calculo dos Valores Auxiliares
% _

adtx=(alfxdt)/ddx;
adty=(alfxdt)/ddy;
vty=(v*dt)/(2xdy);
mt=(muxdt ) /2;

dpe=l+adtx+adty+mt; %Diagonal principal esquerda
dpd=l-adtx—adty—mt; %Diagonal principal direita
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ae=sparse (nn);
ad= Sparse(nn)
f=zeros (nn,1
tic;

for i=1:nn

end
for j = 1:m(2);

ae(i+1,i)=(—adty—vty)/2;
ad(i+1,i)=(adty+vty)/2;
ae(i,i+1l)=(—adty+vty)/2;
ad(i,i+1)=(adty—vty)/2;

end

for i=1:nn—nny

ac iy, )=(—adtx—(u(j)xdt)/(2xdx)) /2;
ad (i4nny, i)=(adtx+(u(j)*dt)/(2xdx))/2;
ae (1, i4nny)=(—adtx+(u(j)*dt)/(2xdx))/2;
ad(i,i4nny)=(adtx—(u(j)*dt)/(2xdx))/2;
end
end
% _ _ _ _

% Correes da Matriz

% Correes da Borda inferior

g=0.0;
for j = 1:m(2);
utx=(u(j)*xdt)/(2+dx);
for i=2:nnx
ind=(i —1)*nny+1;
ae(ind ,ind —1)=0;
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ad(ind ,ind —1)=0;
end
for i=1:nnx
ind=(i —1)*nny+1;
f(ind)=2xgx(adty+vty)/2;
end

end

% Correes da borda superior (condi de Robin)

for j = 1:m(2);
utx=(u(j)*xdt)/(2xdx);
for i=1:nny—1
ind=i*nny;
robin2=(alfxgammaxdt)/dy —(vxgammaxdt)/2;
ae(ind, ind+1)=0;
(ind, ind+1)=0;
(ind ,ind —1)=—adty;
(ind ,ind—1)=adty;
(ind ,ind)=dpe+robin2;
(ind ,ind)=dpd—robin2;
end
ae (nn,nn—1)=—adty;
ad (nn,nn—1)=adty ;

end

% Lateral lado direito (condi de Robin)
% _

for j = 1:m(2);
utx=(u(j)*xdt)/(2xdx);
for i=1:nny
robin=(u(j)xbetaxdt)/2—(alfxbetaxdt)/dx;
ind=(nnx—1)*nny+i ;
ae(ind ,ind—nny)=—adtx;

ad (ind ,ind—nny)=adtx;
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ae(ind ,ind)=dpe+robin;
ad (ind ,ind)=dpd—robin;
end

end

igal=aaa;

iqa2=bbb;

iqad=ccc;
f(81)=1—(iqal /100);
f(51)=1—(iqa2/100);
f(101)=1—(iqa3 /100);

iqad=ddd;

igab=eee;

iqab=fff;
f(12)=1—(iqa4 /100);
f(15)=1—(iqab/100);
f(17)=1—(iqa6 /100);

%cz=zeros (nn,1);
%c=zeros (nn,npt );
p=zeros (4,npt);
p=zeros(4+nny,npt);
it=1;
erro=2;
while it<npt && erro >0.00001
%for j=1:npt
c=ae\ (ad*xcz+(f*dt));

cz=cC;

Incz=logl0(1+cz);
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vpl(it)=cm(101,it);
vp2(it)=cm(37,it );
vp3(it)=cm(51,it );
vp4d (it)=cm(76,it );
it it==1

erro=norm(cm(:,it)—f);
else
erro=norm (cm(:,it)—cm(:,it —1))
end
it=it 1,
end
save anacarol c

condInit=cm(:,it —1);

verp=zeros (nny+1,nnx+1);

for j=1l:nny+l1
verp (j,1)=0;
end
for i=2:nnx+1
verp (1,1)=g;
end
size (verp)
for i=2:nnx+1
for j=2:nny+1
inde=(i —2)*nny + (j—1);
verp (nny+2—(j —1),i)=ctes (indc,it —1);
end
end
figure
contour (verp,100), grid
figure
surf(verp),grid

figure
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contourf(verp,30), colorbar, shading flat;
pause (0.05)

end

toc

end



7

ANEXO B — Dominio ()

%clear all

%cle
function [c,condInit]=corregoteste(cz,ul,v0,aaa bbb, ccc,ddd,...

eee , fff  tfinal ,npt)
global pp

pp=31;

% O problema
% Estudar a polui do Rio Jordo (Minas Gerais)

% P armetros do Problema

alt=0.00375;

mu=0.000001;
f=1.0;
gamma=—0.01;
gamma2=0.008;
gammald=—0.01;
gammad=—0.01;
gammad=—0.001;
gammab=—0.025;

O — — —
% P armetros do domino

O _ _ _ _ _ o ______________
1 = 10;

h = 4;

%tfinal = 182;
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% Parmetros da discretiza

nx1=>5;

nx2=3;

nx3=16;
NNx=nx14+nx2+nx3;

nx4=0;

nx=nxl4+nx24+nx34+nx4 ;

nyl=10;

ny2=30;

ny3=ny2-nyl;

nnl=nx1lx*xnyl;

ny=ny2;
nn2=(nx14nx2)*nyl-+(nx2*ny3);
nn3=(nx1+nx24nx3)*nyl+(nx2*ny3);
Ympt=182;

dx=1/nx;

L=(nx1+4nx24+nx3)=*dx;

dx1=L/(nx14+nx24nx3 );
nn=nx*nyl ;

dy=h/ny;

dt=tfinal /npt;
ddx=dx1x*dx1;
ddy=dyx*dy ;

Pl=(nx1+1)%dx1;
P2=(nx14nx2)=*dx1;
al=(P2—P1)/2;
cl=L—nx3*xdx—al;
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y = 0:dy:h;
u = dxul*((y/h)=((y.72)/(hxh)));
m = size(y);

w=dx1*(nxl+1):dx1:(nxl+4+nx2)*dxl;
v=v0x*(((w—cl).72)/(al"2)—1);

ml = size (w);

%o
% Ncleo de P clet

%o —

rl = uxdx/alf;

rl = norm(rl, inf);
r2 = vxdy/alf;
r2 = norm(r2, inf);
if rl1>=2
disp ('Pare, p clet alto:’)
else
if r2>=2
disp ('Pare, p clet alto:’)
else
% — — — — — — — —
% Calculo dos Valores Auxiliares
04 _

adtx=(alfxdt)/ddx;

adty=(alfxdt)/ddy;

mt=(muxdt ) /2;

dpe=l+adtx+adty+mt; % Diagonal Principal Esquerda
dpd=l-adtx—adty—mt; % Diagonal Principal Direita
rob2=(—alfxgammaxdt)/dy;

dspie=(—adty)/2;

dspid=(adty)/2;

dspse=(—adty)/2;

dspsd=(adty)/2;



ANEXO B. Dominio Qg

80

%
%
%
%

robinb=(—alfxgammab*dt)/dx;
robin6=(—alf*gamma6*dt)/dx;
dsdiel=(—adtx)/2;

dsdsel=(—adtx)/2;

dsdidl=(adtx)/2;
(

dsdsdl=(adtx)/2;

% Montagem da Matriz de dimenso nylsnxl sem corre (1)

ae=sparse (
ad=sparse (
f=zeros (nn

tic;

for gh=1:nnl

ae(gh,gh)=dpe;
ad (gh, gh)=dpd;

end

for gh=1:nnl

ae (gh, gh)=dpe;
ad (gh, gh)=dpd;

end

for df=1:nnl1-1

ae (

ad (
ae (

df+1,df)

(—alfxdt)/2xddy;

df+1,df)=(alfxdt)/2xddy;

df , df+1)

(—alfxdt)/2+ddy;
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ad (df ,df+1)=(alfxdt)/2xddy;
end
for ja=1m(2)
for kl=1:nnl-nyl

ae (kl+nyl kl)=(—alfxdt)/(2xddx)—((u(ja)*dt)/4*dx);
d(kl4nyl, kl)=(alf*xdt)/(2+xddx)+((u(ja)*dt)/4*dx);
ae (kl, kl4nyl)=(—alfxdt)/(2+xddx)+((u(ja)*dt)/4*dx);
ad (k1 , kl4nyl)=(alfxdt)/(2*xddx)—((u(ja)*dt)/4xdx);
end
end
% _
% Montei a primeira matriz de nnl pontos
% — — — — — — — —

%Corre da fronteira acima da primeira matriz de nnl pontos

for i=1l:nx1-1

ind=(1+1)*nyl;

ae(ind ,ind+1)=0;
(ind ,ind +1)=0;
(ind ,ind —1)=(—alfxdt)/(2+ddy);
(ind ,ind —1)=(alf*xdt)/(2xddy);
(
(

ad
ae

d
ind ,ind)=dpe+rob2;
ind ,ind)=dpd—rob2;

for i=2:nxl1
ind=(i—1)xnyl+1;
ae(ind ,ind —1)=0;
ad (ind ,ind —1)=0;
end
for i=1:nx1
ind=(i —1)xnyl+1;
f(ind)=2xg=((alfxdt)/(2xddy));

end
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% Pontos da matriz de (nxl)snyl+l at nxlsnyl4nyl
% — — — — — — — —
for q3=1:ml(2

for jb=1:m(2)

(
ae(i,1)=dpe;
ad(i,1i)=dpd;
ae(i+1,i)=(—alfxdt)/(2xddy)—(v(q3)*dt)/(4xdy);
ad(i+1,i)=(alfxdt)/(2xddy)+(v(q3)xdt)/(4xdy);
ae(i,i+1)=(—alfxdt)/(2xddy)+(v(q3)*dt)/(4xdy);
ad(i,i+1)=(alfxdt)/(2xddy)—(v(q3)*dt)/(4*dy);
ae(i—nyl,i)=(—adtx—((u(jb)*xdt)/(2xdx)))/2;
ad(i—nyl,i)=(adtx+((u(jb)xdt)/(2xdx)))/2;
ae(i,i—nyl)=(—adtx+((u(jb)*dt)/(2xdx)))/2;
ad(i,i—nyl)=(adtx—((u(jb)xdt)/(2xdx)))/2;
ae(i,i+ny2)=(—alfxdt)/(2+«ddx)+(u(jb)xdt)/(4xdx);
ad(i,i4ny2)=(alfxdt)/(2+xddx)—(u(jb)*dt)/(4xdx);
end
end
end

% Pontos da matriz de nxlsnyl4nyl+1l at nxlsnyl4+ny2

for he= (nxl*ny1}+ny1+l,(nxl*ny1}+ny2—1
ae (het+ny2 , he)=0;

ad (he4ny2, he)=0;
ae (he ,hetny2)=—(alfxdt)/ddx;
ad (he, he+ny2)=(alfxdt)/ddx;
ae (he, he)=dpe+robin5;

ad(he he)=dpd—robinb ;

ae(he,he—1)=(—alfxdt)/2*ddy;
(he ,he—1)=(alfxdt)/2xddy;
(he—1,he)=(—alfxdt)/2xddy;
( )=(alfxdt)/2xddy;

e
ad
ae
ad (he—1,he

end

% ponto de duas fronteiras.
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id=nx1lxnyl+ny2;
ae(i4 ,i4)=dpe+((—alf*gamma2xdt)/dy)+robinb ;
ad(i4 ,i4)=dpd+((alfx*gamma2xdt)/dy)—robinb;
ae (i4 14+1) 0;
ad(i4 ,14+1)=0;
ae(i4 ,i4—1)=(—alfxdt)/ddy;
ad (i4 14—1) (alfxdt)/ddy;
ae (1
(i
e(i4
d(i4

(—alfxdt)/ddx;
(alfxdt)/ddx;
0;
0;

i4)
i4 14—|—ny2)
i4 ;i4—ny2)

)

,14—ny?2

I

for i=nnl4ny2+1:nn2—ny?2

ae(i,i)=dpe;
ad(i,1i)=dpd;
end
for tbh=1:ml1(2)
for 1=2:nx2
for k=nyl+1:ny2
ind=(1 —1)xny3+(nxl*nyl)+(1 —1)xnyl+k;
ae(ind ,ind—1)=(—alfxdt)/(2+«ddy)—(v(tb)xdt)/(4*dy);
ad (ind ,ind —1)=(alfxdt)/(2xddy)+(v(th)*xdt)/(4xdy);
ae(ind —1,ind)=(—alf*dt)/(2xddy)+(v(tb)*dt)/(4xdy);
ad(ind —1,ind)=(alfxdt)/(2xddy)—(v(tbh)*xdt)/(4*dy);
ae(ind ,ind—ny2)=(—alf*dt)/(2*ddx);
ad (ind ,ind—ny2)=(alfxdt)/(2xddx);
ae(ind—my2,ind)=(—alf*dt)/(2+ddx);
ad (ind—ny2,ind)=(alfxdt)/(2+ddx);
end
end
end

% Soma das velocidades
for q=1m(2)
for wd=1:ml1(2)
for i=2:nx2-1
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for j=1:nyl
ind=(i —1)xny2+(nx1)*nyl+j;
ae(ind ,ind—1)=(—alfxdt)/(2xddy) —
(v(wd)xdt)/(4xdy);
ad (ind ,ind —1)=(alf*dt)/(2xddy)+
(v(wd)xdt)/(4xdy);
ae(ind —1,ind)=(—alfxdt)/(2xddy)+
(v(wd)xdt)/(4xdy);
ad (ind —1,ind)=(alfxdt)/(2*xddy) —
(v(wd)xdt)/(4xdy);
ae(ind ,ind—ny2)=(—alfxdt)/(2xddx) —...
(u(q)*dt)/(4*dx);
ad (ind ,ind—ny2)=(alfxdt)/(2xddx)+
(u(q)*xdt)/(4xdx);
ae(ind—my2,ind)=(—alfxdt)/(2xddx )+
(u(q)*dt)/(4xdx);
ad (ind—ny2,ind)=(alfxdt)/(2xddx) —
(u(q)*xdt)/(4xdx);
ae(ind ,ind4ny2)=(—alfxdt)/(2+ddx )+
(u(q)*dt)/(4xdx);
ad (ind ,ind4ny2)=(alfxdt)/(2xddx) —
(u(q)*dt)/(4*dx);

end
end
end

end

for p=1m(2) % Corre fronteira abaixo. Soma as velocidades
for pl=1:ml(2)
for i=1:nx2
ind=nylsnx1+i*ny2+41;
ae(ind ,ind —1)=0;
ad (ind ,ind —1)=0;
f(ind)=2xg=*((alfxdt)/(2xddy)+(v(pl)*dt)/(4*dy));
end
end

end

for r=2:nx2
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ind=(14r)*ny2+ny3;
ae(ind ,ind+1)=0;
ad (ind ,ind+1)=
ae(ind ,ind—1)=(—alfxdt)/ddy;
ad (ind ,ind —1)=(alfxdt)/ddy;
ae(ind ,ind)=dpe+((—alf*gamma2xdt)/dy);
ad (ind ,ind)=dpd+((alfxgamma2xdt)/dy);

% de 2xny2+ny3+1 at 2xny24ny3+nyl (soma das velocidades) na
% diagonal distante a esquerda e velocidade em y (u(x)) na

% diagonal distante a direita .

for hy=1m(2)
for fv=1:ml(2)
for et=nn2-ny242:nn2—ny24nyl
ae (et ,et)=dpe;

(

ae(et,et—ny2)= ( alfxdt)/(2+«ddx)—(u(hy)*dt)/(4*dx);
ad (et ,et—ny2)=(alfxdt)/(2+«ddx)+(u(hy)*xdt)/(4*dx);
ae (et ,et+ny2)=(—alf*xdt)/(2xddx)+(u(hy)*dt)/(4xdx);
ad (et ,et+ny2)=(alfxdt)/(2xddx)—(u(hy)*dt)/(4*dx);
ae(et ,et—1)=(—alfxdt)/(2xddy)—(v(fv)xdt)/(4xdy);
ad(et et —1)=(alfxdt)/(2+«ddy)+(v(fv)xdt)/(4xdy);

ae (et —1,et)=(—alfxdt)/(2xddy)+(v(fv)*xdt)/(4dxdy);
ad(et —1,et)=(alfxdt)/(2+xddy)—(v(fv)*dt)/(4xdy);

end
end
end
for gh=1m(2)
for tas=1:ml(2)
for i=nx2—-1:nx2 %Corre fronteira abaixo.

indl=nylxnxl+i*ny241;
ae(indl ,ind1 —1)=0;
ad (indl ,ind1 —1)=0;
f(indl)=2xgx*((alfxdt)/(2+xddy)+(v(tas)*xdt)/(2«dy));
ae(indl ,ind1)=dpe;
ad (ind1l ,ind1)=dpd;
ae(indl ,indl1-ny2)=((—alfxdt)/(2+ddx) —...
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(u(gh)+dt)/(2xdx));

ad(indl ,indl-ny2)=((alf*xdt)/(2xddx)+
(u(gh)*dt)/(2xdx));

ae(indl ,indl4nyl)=((—alfxdt)/(2*xddx)+...

(u(gh)*dt)/(2%dx));
%velocidade apenas em y

ad (ind1 ,indl4nyl)=((alf*dt)/(2xddx) —...
(u(gh)*dt)/(2+dx));

%velocidade apenas em y

ae(indl—l,indl)—O'

d(indl —1,ind1)=

ae(indl ,ind1+1)= ( alf*dt)/(Q*ddx);

ad (indl ,indl1+1)=(alfxdt)/(2xddx);

end
end
end
for (nxl)*nyl—I—(nxQ D#ny24nyl+1:(nxl)*xnyl+(nx2—1)xny2+ny2—1
ae(i—ny2,i)=(—alfxdt)/ddx; % velocidade em x.
ad(l 2,i)=(alfxdt)/ddx;
ae (i, 1+ny2) 0;
ad (i ,i+ny2)=0;
ae(i,i)=dpe+robin ;
ad(i,1i)=dpd—robin6;
ae(ind ,ind —1)=(—alfxdt)/2xddy;
ad (ind ,ind —1)=(alfxdt)/2xddy;
ae(ind —1,ind)=(—alfxdt)/2*ddy;
ad(ind —1,ind)=(alfxdt)/2xddy;
end
O — — —

% Ponto de duas fronteira do lado direito de cima do corrego

ib=nxl*nyl4nx2+ny2;
ae(ib i5)=dpe—|—((—alf*gamma2*dt)/dy)+robin6;
ad (i5 ,15)=dpd+((alfxgamma2xdt)/dy)—robin ;
ae (i5 15+1) 0;
ad (i5,15+41)=0;
ae(i5 ,i5 —1)=(—alfxdt)/ddy;
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,ib —1)=(alfxdt)/ddy;
i5 ,ny2+i5 )=0;
0;

ad (15

ac ( )
ad (i5 ,15+ny2)
ac (] )=
ad (15 )=

I

alfxdt)/ddx;
alfxdt)/ddx;

i5 ,15—ny2)=(—
(

,1b—ny?2

% primeira coluna da ltima matriz

for i=nn2+1:nn3 % ltima matriz, velocidade em y (u(x))
ae(i,i)=dpe;
ad(i,1i)=dpd;
end
for hu=1m(2)
for dfv=1:ml(2)
for pr=nn2+2:nn24nyl—1 % 1 col. da ultima matriz s/ fron
ae(pr+1,pr)=(—alfxdt)/(2xddy)—(v(dfv)xdt)/(4xdy);
d(pr+1,pr)=(+alfxdt)/(2+«ddy)+(v(dfv)*xdt)/(4*dy);
e(pr,pr+l)=(—alfxdt)/(2+«ddy)+(v(dfv)*dt)/(4*dy);
ad (pr,pr+1)=(alfxdt)/(2+xddy)—(v(dfv)*dt)/(4xdy);
e(pr,pr—ny2)=(—alfxdt)/(2«ddx)—(u(hu)xdt)/(4*dx);
ad (pr,pr—ny2)=(alfxdt)/(2xddx)—(u(hu)*dt)/(4*dx);
( )=(—alfxdt)/(2xddx)+(u(hu)*dt)/(4*dx);
( )=(alfxdt)/(2xddx)—(u(hu)*dt)/(4*xdx);

ae(pr,pr+nyl
ad(pr, pr+nyl
end
end
end
for ju=1m(2)
for nm=1:ml1(2)
nh=nn2+1; % Corre front abaixo da 1 col. ltima matriz
ae (nh,nh—1)=0;
ad (nh,nh—1)=0;
f(nh)=2xg=*((alfxdt)/2xddy+((u(ju)xdt))/4*dx);
ae (nh , nh—ny2)=((—alfxdt)/(2«ddx)—(u(ju)*dt)/(4*dx));
nh,nh-ny2)=((alf*dt)/(2+«ddx)+(u(ju)*dt)/(4*dx));
nh,nh4nyl)=((—alfxdt)/(2xddx)+(u(ju)*dt)/(4xdx));
)=( )

ad (
ae (
(nh,nh+nyl)=((alfxdt)/(2xddx)—(u(ju)*dt)/(4xdx));
(
(

o
ad
ae (nh—1,nh)=0;
d(nh—1,nh)=0;

a
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end

end

for as=1m(2)
for asc=1:ml(2)

itr=nn2+nyl; %Corre front acima, 1 col. ltima matriz

ae(itr ,itr+1)=0;

d(itr ,itr+1)=0;

ae(itr ,itr —1)=—adty;

d(itr ,itr —1)=adty;

e(itr ,itr)=dpe+((—alfxgamma3dxdt)/dy) +...
(((u(as))*xgamma3xdt)/2);

ad (itr ,itr)=dpd+((alfxgamma3d*dt)/dy) —
(((u(as))*xgamma3xdt)/2);

ae(itr ,itr —ny2)=(—adtx —((u(as)*dt)/(2xdx)...
+ (v(asc)xdt)/(2xdy)))/2;% velocidade em x e y

ad(itr ,itr —ny2)=(adtx+((u(as)*dt)/(2*xdx)...
+ (v(asc)xdt)/(2xdy)))/2;% velocidade em x e y

ae(itr ,itr4nyl)=(—adtx+((u(as)*dt)/(2xdx)))/2:%vel. y

ad (itr ,itr4nyl)=(adtx —((u(as)xdt)/(2xdx)))/2;:% vel . y

end
end
% — — — — — — — —
% Restante da ltima matriz
% — — — — — — — — — -
for i=nn24nyl+1:nn3-1
ae(i+1,i)=(—alfxdt)/(2xddy);
ad(i+1,i)=(alfxdt)/(2xddy);
ae(i,i+1)=(—alfxdt)/(2xddy);
ad(i,i+1)=(alfxdt)/(2+ddy);
end

for kg=1m(2)
for i=nn2+1:nn3—nyl
ae(idnyl,i)=(—alf*xdt)/(2xddx)—(u(kg)*dt)/(4*dx);
ad (i4nyl,i)=(alfxdt)/(2+«ddx)+(u(kg)*dt)/(4xdx);
ae(i,i+nyl)=(—alfxdt)/(2xddx)+(u(kg)*dt)/(4*dx);
ad(i,i4nyl)=(alfxdt)/(2+«ddx)—(u(kg)*dt)/(4xdx);
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end

end
for kl=1m(2)
=(nn3-—nyl)+2:(nn3—1)
ae (1,1—ny1) (—alfxdt)/(ddx);
ad(i,i—nyl)=(alfxdt)/(ddx);
ae(i,i)=dpet+(—alfsgammadxdt)/dx + (u(kl)xgammadxdt)/2;
ad(i,1i)=dpd—(—alfxgammadxdt)/dx + (u(kl)xgammadxdt)/2;

end
end
for ty=1m(2)
i2=nn—-nyl+1;

ae(i2,i2)=dpe+((—alfxgammadxdt)/dx)+((u(ty)*gammadxdt)/2);
(i2,i2)=dpd+((alf*gammadxdt)/dx) —((u(ty)*gammadxdt)/2);
(i2 ,i2—nyl)=(—alfxdt)/(ddx);
ad(i2 ,i2—nyl)=(alfxdt)/(ddx);
(12,12 —1)=0;
(i2,i2 —1)=0;

i12)=2xgx*(alfxdt)/(2+xddx);

end

for sf=1:m(2)
for i=2:nx3—1 %condi de robim acima da ltima matriz
ind=(i*nyl)4+nn2;
ae(ind ,ind+1)=0;
d(ind ,ind+1)=0;
e(ind ,ind—1)=—adty;
ad (ind ,ind —1)=adty;
e(ind ,ind)=dpe+((—alf*gamma3dxdt)/dy) +...
(((u(sf))*xgammadxdt)/2);
ad (ind ,ind)=dpd+((alf*gamma3*dt)/dy) —...
(((u(sf))*xgamma3xdt)/2);
end

end

for ql=1m(2)
i3=nn;
ae (i3 ,i3)=dpe+((—alf*gamma3xdt)/dy) +...
(((u(ql)*gamma3dxdt)/2)+((—alfxgammadxdt)/dx). ..
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+ ((u0xgammadxdt)/2));
ad (i3 ,i3)=dpd+(alf*gammadxdt)/dy —...
((u(ql))*xgammadxdt)/2+((alf*gammadxdt)/dx) —...
((u0xgammadxdt ) /2);
i3 ,i3 —1)=—adty;

ae (
(i3 ,i3 —1)=adty;
(
(

e
ad
i3 ,i3—nyl)=—adtx;
i3 ,i3—nyl)=adtx;

ae
ad
end
for df=1m(2)
for i=1:nx3—2 %dirichilet abaixo da ultima matriz
ind=nylsxnxl4ny2xnx24nyl+isnyl—+1;
ae(ind ,ind —1)=0;
ad (ind ,ind —1)=0;
f(ind)=2xgx(alfxdt)/(2xddy)+(u(df)*dt)/(4xdx);
end
end
il=nyl;
ae (il ,il)=dpetrob2;
ad (il ,il)=dpd—rob2;
ae (il ,il1+1)=0;
ad (il ,il+1)=0;
ae(il ;il —1)=—adty;
(il

ad (il ,il —1)=adty;

i7=1;
f(1)=2xgxdspid;

%Fontes do ¢ rrego ;
igal=aaa;
iqa2=bbb;

igad=ccc;

f(80)=1—(iqal)/100;
f(110)=1—(iqa2)/100;
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f(140)=1—(iqa3)/100;

%Fontes do rio;
iqad=ddd;
igab=eee;
iqab="fff;

%cz=zeros (nn,1);
c=zeros (nn,npt );
[malha]=MontaMalhaDif (24 ,20,10,3,5);

scrsz = get (0, ScreenSize ’);

figure (1)

set (gef, ’Position’, [1 scrsz(2) scrsz(3) scrsz(4)])
[Lm Um]=1u(ae);

7272=C7 ;

it=1;

erro=2;

while it<npt && erro >0.00001
% for it=1:npt
qaq=ad*xzz+fx*xdt ;
yy=SLTI(Lm, qq);
zz=SLTS (Um, yy );
Y%z=lm\ (ad* czlu+fxdt);
Y%clu=Um\ z ;
%czlu=clu ;
Inzz=logl0(1+zz);
c(:,it)=zz;
ctes (:,it)=Ilnzz;
%c=ae\ (ad*cz+fxdt);
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Y%ocz=c ;

ver=zeros (ny2 ,NNx);

for i=1:ny2
for j=1:NNx
if malha(i,j)~=0
ver(i,j)=ctes(malha(i,j),it);
end
end
end
ver=ver (ny2: —1:1,:);
contourf(ver ,30), colorbar, shading flat;

Zlmg (it )=getframe;

pause (0.1);
if it==
erro=norm(c (:,it)—f);
else
erro=norm(c (:,it)—c(:,it —1))
end
it=it1;

end
save 1isaac c
condInit=c (:,it —1);

%createMovie (’Simulacao’, 182, Img)
figure
contourf(ver ,30), colorbar, shading flat;
figure
contour (ver ,100), grid ;
toc
end

end

end
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